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Объект исследования. Числовые индексы, описывающие сложность системы контактов между структурными еди-
ницами в кристаллических структурах. Цель исследования. Разработка индекса сложности для системы контак-
тов между периодическими структурными единицами на основании индексов, имеющихся для таковой между 
структурными единицами в островных (молекулярных) структурах. Материал и методы. Структурные данные 
были отобраны из кристаллографических баз данных COD, AMCSD и CSD. Анализ системы контактов в струк-
турах проводили методом полиэдров Вороного – Дирихле (ПВД) в пакете программ ToposPro. Результаты. Ме-
тод топологического анализа системы контактов в молекулярных кристаллах адаптирован ко всем гетеродесмиче-
ским кристаллическим структурам и опробован на структурах соединений нескольких классов. Разработаны це-
левые индексы сложности. Выводы. Сети контактов между периодическими структурными единицами являются 
низкоразмерными. Обобщенный структурный класс для таких сетей может быть выведен из исходных кристалло-
структурных данных. Алгоритмическая сложность гетеродесмических структур субаддитивна в отличие от супе-
раддитивной комбинаторной сложности. Впервые рассчитано число опорных контактов, отражающее алгоритми-
ческую сложность структуры на соответствующем уровне структурного описания, между периодическими струк-
турными единицами.

Ключевые слова: кристаллическая структура, кристаллографическая орбита, позиция Уайкоффа, комбинатор-
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data were selected from the COD, AMCSD, and CSD crystallographic databases. The system of contacts in the structures 
was analyzed by the Voronoi–Dirichlet polyhedra (VDP) method in the ToposPro software package. Results. The method 
of topological analysis of the system of contacts in molecular crystals was adapted to all heterodesmic crystal structures 
and tested on the structures of compounds of several classes. Target complexity indices were developed. Conclusions. Net-
works of contacts between periodic structural units are low-dimensional. A generalized structural class for such networks 
can be derived from the original crystal structure data. The algorithmic complexity of heterodesmic structures is subaddi-
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ВВЕДЕНИЕ

Интерес к изучению сложности кристалличе-
ских структур связан в первую очередь с пятым 
правилом Полинга, которое также называют “пра-
вилом экономичности”, или правилом парсимонии, 
и которое можно сформулировать следующим об-
разом: число разных по конструкции структурных 
фрагментов стремится к минимуму (Pauling, 1929). 
Важной вехой в подтверждении обоснованности 
пятого правила Полинга стала работа А.Р. Огано-
ва и М. Валле (Oganov, Valle, 2009), использовав-
ших в своем методе эволюционного предсказания 
кристаллических структур в качестве меры просто-
ты кристаллической структуры два особых функ-
ционала – степень упорядочения и квазиэнтро-
пию, рассчитанные по интегральным характири-
стикам позиций атомов. По результатам исследо-
вания (Oganov, Valle, 2009) было сделано заклю-
чение о том, что “в основном состоянии [соеди-
нение] принимает одну из самых простых струк-
тур, совместимых с химическим составом соедине-
ния. Такие структуры склонны иметь более низкую 
[свободную] энергию”, а “в структурах с более низ-
кой энергией атомы каждого элементы стремятся 
занять сходные кристаллографические позиции”. 
Таким образом, при термодинамическом контро-
ле кристаллизации более простые структуры име-
ют преимущество перед более сложными.

В обзоре С.В. Кривовичева (Krivovichev, 2017) 
показано, как много разработано подходов к описа-
нию кристаллических структур в эпоху рентгенов-
ской кристаллографии. Разумеется, все они взаи
мосвязаны. Среди подходов можно выделить опи-
сание структур с помощью плотных либо плотней-
ших упаковок ионов, представление структур коор-
динационными полиэдрами, поиск фундаменталь-
ной структурной единицы кристалла, из существо-
вания которой следует, в частности, существова-
ние обширного класса модулярных структур (Nes
polo et al., 2020). Также это графы и тайлинги (Bla-
tov, 2009), которые среди прочих математических 
характеристик обладают численной величиной 
сложности. Существуют так называемые алгорит-
мическая и комбинаторная разновидности струк-

турной сложности. Согласно А. Маккею, аглорит-
мическая сложность отвечает сложности алгорит-
ма, который может быть использован для генери-
рования наблюдаемой структуры из неупорядочен-
ного набора атомов (Mackay, 2001). Алгоритмиче-
ская сложность взаимосвязана с числом независи-
мых этапов формирования структуры исходя из ее 
группы симметрии (Lord, Banaru, 2012), в то время 
как комбинаторная сложность – это величина, по-
казывающая, насколько вообще вероятна наблюдае
мая конфигурация точек, занятых атомами в дан-
ной структуре.

Вместо атомов можно рассматривать более 
крупные структурные единицы кристалла. В химии 
структурные единицы выделяют исходя из более 
ли менее простых соображений: то, во что превра-
щается кристалл при плавлении либо при раство-
рении в подходящем растворителе, считается пер-
вичной структурной единицей, а наиболее проч-
но связанные агломераты первичных структур-
ных единиц считаются вторичными структурными 
единицами. К сожалению, во многих кристалличе-
ских структурах простые химические соображения 
иногда не дают ответ на вопрос, что же является 
“настоящей” структурной единицей данного кри-
сталла, в связи с чем и возникла потребность в мо-
дулярном подходе к описанию структур. В минера-
логической кристаллографии принята своя класси-
фикация структурных единиц (Liebau, 2003). Мож-
но рассматривать сложность как отдельной струк-
турной единицы, так и всего кристалла. При срав-
нении величин сложности для одинаковых струк-
турных единиц в разных структурах можно полу-
чать сведения об относительной устойчивости, а 
следовательно, и об условиях формирования кри-
сталлических структур.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ

Источники структурных данных

Исходные кристаллоструктурные данные для 
рассмотренных в работе структур отбирались по 
базам данных COD (Gražulis et al., 2012), AMCSD 
(Downs, Hall-Wallace, 2003) и CSD ver. 5.41 с об-
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новлениями (Groom et al., 2016). Структуры с разу
порядочением хотя бы одного из неводородных 
атомов в дальнейший расчет не включали. При от-
сутствии в структурных данных координат атомов 
H, ковалентно связанных с X, их позиции добавля-
лись в Mercury (MacRae et al., 2020) по нормализо-
ванным значениям d(X–H).

Топологический анализ

Топологические вычисления, а также расчеты 
информационных индексов, выполнялись в паке-
те программ ToposPro (Blatov et al., 2014). При по-
строении сети контактов между структурными еди-
ницами учитывались все межатомные контакты с 
телесными углами Ωat ≥ 1.5% от 4π стерадиан для 
атомного полиэдра Вороного – Дирихле (ПВД). 
Стандартное отклонение телесного угла оценива-
ется как σ(Ω) ≈ 0.5%, таким образом, выбранная 
граница отсечения соответствует значению 3σ(Ω) 
(Blatov et al., 1996). Для классификации сетей ис-
пользовались топологические базы данных RCSR 
(O’Keeffe et al., 2008) и TopCryst (Shevchenko et al., 
2022).

Аддитивность

Пусть на множестве S задана бинарная операция 
“×”. Тогда функция f, отображающая S во множе-
ство действительных чисел, называется суперадди-
тивной, если

f(x × y) ≥ f(x) + f(y),                      (1)
и субаддитивной, если

f(x × y) ≤ f(x) + f(y),                      (2)
для любых x и y из S (Gajda, Kominek, 1991). В на-
стоящей работе эти понятия используются в более 
широком смысле, а именно в отношении непере-
секающихся подструктур одной кристаллической 
структуры. В отличие от простой аддитивности, 
при которой функция целого равна сумме функ-
ций его частей, что бывает при полной независи-
мости частей друг от друга, супер- и субаддитив-
ность указывают на определенного типа взаимо
зависимость частей одного целого.

АЛГОРИТМИЧЕСКАЯ СЛОЖНОСТЬ

Чтобы оценить алгоритмическую сложность 
структуры, требуется выяснить как минимум две 
вещи: 1) что является структурной единицей, т. е. 
относительно чего эта сложность высчитывает-
ся; 2) какие орбиты в кристалле заняты выбранны-
ми структурными единицами. Решающее значение 
имеет симметрия занятых орбит. На оба эти вопро-
са можно дать лаконичный ответ, если записать 
структурный класс (СК) кристалла по П.М. Зоркому  

и В.К. Бельскому (Belsky, Zorky, 1977), который 
изначально был придуман для удобства описания 
молекулярных кристаллов, но в настоящее время в 
обобщенном виде используется для любых кристал-
лов, не только молекулярных (Banaru et al., 2023a). 
Понятие обобщенного СК релевантно понятию кри-
сталлов любой размерности, периодичных в любом 
числе измерений. По сути, алгоритмическая слож-
ность представляет собой минимально допустимое 
число опорных контактов между структурными 
единицами для данного СК. Под алгоритмом в та-
ком случае понимается процедура воспроизводства 
опорных контактов, приводящая к возникновению 
наблюдаемого СК. Как следует из такого опреде-
ления, величина алгоритмической сложности под-
чиняется правилу простой аддитивности, т. е. алго-
ритмическая сложность на всех уровнях организа-
ции структуры равна сумме сложностей на отдель-
ных уровнях организации. У самых простых трех-
мерных кристаллических структур, где все струк-
турные единицы занимают одну позицию макси-
мальной кратности, число опорных контактов от  
2 до 6 включительно, причем 6 – только в группе 
Pmmm (Banaru, 2009).

У трехмерных гомомолекулярных (состоящих 
из молекул одного химического сорта) кристаллов 
наименьшее достаточное число классов эквива-
лентности опорных контактов inf(e'') равно (Lord, 
Banaru, 2012):

( )
1

inf –1 ,SG PG
Z

i
e U Z U

″

=
″ = + ″ −∑           (3)

где Z'' – число занятых молекулами орбит; |USG| – 
число элементов в минимальном порождающем 
подмножестве пространственной группы кристал-
ла; |UPG| – число элементов в минимальном порож-
дающем подмножестве точечной группы симме-
трии (стабилизатора) позиции молекулы за выче-
том тех элементов, которые не входят ни в одно 
из минимальных порождающих подмножеств про-
странственной группы (непорождающие элемен-
ты (Banaru, Shiroky, 2020)). Формула (3) легко мо-
дифицируется для любых структур, описываемых 
группой симметрии в пространстве некоторой раз-
мерности.

Приведем пример из нашей недавней работы 
(Banaru et al., 2023d). Минералов молекулярно-
го строения в природе мало, но они есть, в част-
ности такое строение чаще всего имеют сульфиды 
мышьяка: реальгар, алакранит, диморфит, узонит 
и другие минералы. Как видим (табл. 1), перечень 
структурных классов, встречающихся у молекуляр-
ных сульфидов мышьяка, ограничен. Алгоритми-
ческая сложность в последней колонке табл. 1 име-
ет еще более ограниченное число значений, в дан-
ном случае 2 или 3.

Можно показать, что величина inf(e'') является 
субаддитивной в отношении уровней организации 
кристаллической структуры. Если кристаллическая 
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структура иерархически разделена на n уровней ор-
ганизации, то:

inf(e'')1 + 2 + ... + n ≤ inf(e'')1 + inf(e'')2 + ... + inf(e'')n, (4)
что удовлетворяет условию (2). Например, двумер-
ные цепочки, относящиеся к СК pg, Z = 2(1), со-
гласно (3), имеют inf(e'') = 1. В то же время эти це-
почки могут быть составлены из двух промежуточ-
ных структурных единиц – цепочек СК p1, Z = 1(1), 
связанных действием плоскости скользящего отра-
жения g. В этом случае на каждом из двух уров-
ней организации inf(e'')1 = inf(e'')2 = 1, следователь-
но, inf(e'')1 + 2 < inf(e'')1 + inf(e'')2, что является иллю-
страцией условия (4).

КОМБИНАТОРНАЯ СЛОЖНОСТЬ

Кривовичевская сложность

С.В. Кривовичев разработал метод (Krivovichev, 
2012), позволяющий рассчитывать комбинаторную 
сложность кристаллов str

GI :

21
logstr

G áèò/àòîì.
k

i ii
I p p

=
= −∑              (5)

В этом подходе кристаллическая структура яв-
ляется “сообщением”, символы в котором – это ато-
мы, а позициям, занятым символами, соответству-
ют кристаллографические орбиты, занятые атома-
ми. Вероятность обнаружить некоторый атом на i-й 
орбите pi равна отношению кратности этой орбиты 
vi, т. е. числа симметрически эквивалентных точек 
к сумме кратностей всех орбит v:

pi = vi / v.                               (6)
Расчет дается в пределах одной приведенной 

(примитивной) ячейки кристаллической структу-
ры. Трансляции фактически не увеличивают ко-
личество информации, ведь они повторяют тот же 
структурный фрагмент во всех направлениях. Ес-
ли требуется посчитать общее количество инфор-
мации на приведенную ячейку, то str

GI  умножает-
ся на v.

Несмотря на лаконичность и красоту, так назы-
ваемая комбинаторная, или Кривовичевская, слож-
ность имеет некоторые недостатки. Во-первых, у 

структур с одинаковым распределением атомов 
по орбитам значения сложности совпадают, при-
чем так иногда бывает не только среди родствен-
ных структур, например у α- и β-кварца, но и сре-
ди структур, совсем не похожих друг на друга. Од-
нако для того чтобы индекс сложности мог ис-
пользоваться для поиска корреляций “структура – 
свойство” и обладал предсказательной способно-
стью, количество информации у разных структур 
должно различаться. Во-вторых, если все атомы 
занимают одну орбиту, то, согласно формуле (5), 

2log 1 0str
GI = − =  бит информации. В то же время 

важным достоинством индекса str
GI  является взаи-

мосвязь с конфигурационной энтропией кристалла 
Scfg (Krivovichev, 2016). Однако существует и кри-
тический взгляд на появившуюся в последние годы 
во многих публикациях тенденцию к сближению 
понятий информационной и термодинамической 
энтропии. Критика этой тенденции обстоятельно и 
доказательно изложена в монографии В.С. Урусо-
ва (2012).

Германские кристаллографы (Kaußler, Kieslich, 
2021) разработали схему расчета комбинаторной 
сложности для структур, в которых есть разупоря-
дочение либо частичная заселенность. Они предло-
жили при расчете вероятности pi домножать крат-
ность орбиты на заселенность. Суммирование в та-
ком случае должно проводиться по всем сочетани-
ям орбит и заселенностей, т. е. по всем частям ор-
бит, которые заселены разными частицами, в том 
числе вакансиями:

2log ,KK
G

t t t t
t

m occ m occ
I

P P
⋅ ⋅

= −∑              (7)

где каждое t отвечает сочетанию атома некоторо-
го химического элемента (или вакансии) с орби-
той пространственной группы, mt отвечает засе-
ленности, а P – общее число точек на всех заня-
тых орбитах в пределах приведенной ячейки. По-
путно авторы (Kaußler, Kieslich, 2021) разработали 
программный код на языке Python под названием 
crystIT, с помощью которого можно считать боль-
шие массивы структурных данных, и использова-
ли его для учета большого числа структур типа пе-
ровскита (Hallweger et al., 2022). Эта программа по-

Таблица 1. Структурные классы молекулярных сульфидов мышьяка
Table 1. Structural classes of molecular arsenic sulfides

СК Доля от всех гомомолекулярных 
структур (Banaru et al., 2023b), %

|USG|
1 PG

Z

i
U

″

=∑ inf(e'')

P21/m, Z = 2(m) 0.28 4 1 3
P2/c, Z = 4(22) 0.05 4 2 3
P21/c, Z = 4(1) 31.26 3 0 3
C2/c, Z = 4(2) 2.38 3 1 2
Pccn, Z = 8(1) 0.15 3 0 3
Pnma, Z = 4(m) 0.69 3 1 2
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мимо сложности рассчитывает также значение Scfg 
по способу, изначально предложенному С.В. Кри-
вовичевым (Krivovichev, 2016) для упорядоченных 
структур, но теперь и для структур, в которых име-
ется позиционное разупорядочение. Позже было 
предложено обоснование более корректного спо-
соба расчета Scfg для структур с разупорядочени-
ем (Krivovichev et al., 2022), поэтому уже в ближай-
шем будущем можно ожидать корректировки про-
граммного расчета этой величины с учетом новых 
данных.

Расширения Кривовичевской сложности

В. Хорнфек предложил дополнить комбинатор-
ную сложность кристаллической структуры так на-
зываемой координационной сложностью Hcoor, учи-
тывающей число степеней свободы атома в зависи-
мости от симметрии позиции (Hornfeck, 2020). Ко-
ординационная сложность Hcoor рассчитывается по 
формуле, аналогичной выражению (5), при pi = ai / A, 
где { }0,1,2,3ia ∈  – число степеней свободы (ар-
ность) i-й занятой орбиты, .ii

A a=∑  По аналогии 
с Hcoor обычная Кривовичевская сложность str

GI  бы-
ла обозначена Hcomb (комбинаторная сложность), 
а их взвешенная сумма – Hconf (конфигурационная 
сложность) (Hornfeck, 2020):

( ) ,,conf comb coor
v AH H v A H H

v A v A
= + +

+ +
     (8)

( ) 2 2, log log .M v A AH v A
v A v A v A v A

= − −
+ + + +

    (9)

Фактически Hcoor характеризует распределение 
поступательных степеней свободы по занятым ор-
битам. В отличие от простого суммирования ин-
формации от двух подсистем внутри одной систе-
мы, в выражении (9) используется свойство силь-
ной аддитивности, которое является разновидно-
стью супераддитивности (1): помимо слагаемых, 
отвечающих двум отдельным подсистемам, в сум-
му включается дополнительное слагаемое H(v, A), 
которое учитывает прирост информации за счет 
смешивания подсистем. Сильная аддитивность не-
обходима для того, чтобы информационный ин-
декс в полной мере удовлетворял алгебраическим 
свойствам энтропийного функционала (Csiszár, 
2008). Это дополнительное слагаемое имеет тот же 
смысл, что и при сложении информации от подси-
стем любого другого типа, например молекул в мо-
лекулярном ансамбле, где такое слагаемое называ-
ют кооперативной энтропией, представляющей со-
бой “эмерджентный параметр, отражающий факт 
объединения молекул в ансамбль” (Sabirov, 2020).

Величины Hcoor и, как следствие, Hconf потенци-
ально способны различать кристаллические струк-
туры, у которых значения Hcomb одинаковы, напри-
мер α- и β-кварц. В структуре α-кварца с группой 

P3121 или P3221 атомы Si занимают общую пози-
цию c (стабилизатор 1), атомы O – частную пози-
цию a (стабилизатор 2). Общая позиция тривари-
антна: атом может менять координаты по трем не-
зависимым направлениям без потери симметрии 
позиции, а позиция на поворотных осях 2 моно-
вариантна, без ущерба для симметрии атом мо-
жет смещаться лишь в единственном направлении 
вдоль оси. Следовательно, A = 3 + 1 = 4. В струк-
туре β-кварца с группой P6222 или P6122 атомы Si 
занимают позицию j (стабилизатор 2), атомы O – 
позицию c (стабилизатор 222). Первая позиция мо-
новариантна, вторая нонвариантна, откуда сле-
дует, что A = 1 + 0 = 1. Это приводит к различию 
Hcoor у α- и β-кварца. Из-за аналогичного различия 
вариантностей позиций эти величины также раз-
личаются у полиморфных модификаций силиката 
алюминия Al2Si2O5 – силлиманит, андалузит и ки-
анит (табл. 2).

Аналогичным образом конфигурационная слож-
ность дополняется химической сложностью, что 
дает общую кристаллохимическую сложность кри-
сталлической структуры Hcrys (Hornfeck, 2020):

( )

( )

1, ,

,

crys

comb coor chem

H H v A Z
v A Z

vH AH ZH

= + ×
+ +

× + +
             (10)

( )

2 2 2

1, ,

log log log ,

H v A Z
v A Z

v A Zv A Z
v A Z v A Z v A Z

= − ×
+ +

 
× + + + + + + + + 

  (11)

гдe ,ii
Z z=∑  а zi можно определять по-разному. 

В оригинальной работе (Hornfeck, 2020) в качестве 
примера приводится расчет, в котором zi определе-
но как заряд ядра i-го элемента, входящего в состав 
соединения, однако там же указывается, что мож-
но было бы использовать стехиометрические коэф-
фициенты в формуле соединения, как это сделано в 
(Siidra et al., 2014).

Правило сильной аддитивности также приме-
нялось для сложения сложности молекул и связей 
между ними в гомомолекулярном кристалле (Bana-
ru et al., 2023b). Если молекулы занимают одну ор-
биту (Z'' = 1), то:

( )

,

2 ,
2

2 2

mnet mol

mol
mol edge

mol mol

CN

CN
CN CN

H H N
N H H

N N

= +

+ +
+ +

     (12)

( )

2 2

22 ,
2

2log log ,
2 2 2

mol
mol

mol mol

mol mol mol

CN
CN

CN CN
CN CN CN

NH N
N

N
N N N

= − ×
+

× −
+ + +

(13)

где N – число атомов в молекуле; CNmol – молеку-
лярное координационное число; Hmol – комбинатор-
ная (Кривовичевская) сложность структуры, в дан-
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ном случае совпадающая с комбинаторной сложно-
стью самой молекулы; Hedge – комбинаторная (Кри-
вовичевская) сложность центроидов пар контакти-
рующих молекул; Hmnet – общая сложность моле-
кулярной кристаллической структуры. При Z'' > 1 
для корректного расчета в формулах (12), (13) вме-
сто 2N используется общее число атомов в приве-
денной ячейке (M), а вместо CNmol – общее число 
центроидов пар контактирующих молекул в приве-
денной ячейке (e). Величина Hmnet обладает гораз-
до большей дискриминационной (различительной) 
способностью, чем Hcomb, хотя ее термодинамиче-
ский смысл остается под вопросом. Сильная адди-
тивность позволила получить ненулевую величину 
индекса сложности даже для тех кристаллических 
структур, в которых все молекулы и все центрои-
ды молекулярных пар занимают по одной орбите, 
например для структуры α-N2 (Banaru et al., 2021).

Обобщенная сложность сети контактов

Одномерная сеть контактов

Общая Кривовичевская сложность Hlay слоистой 
кристаллической структуры может быть записана в 
следующем виде:

,1
,lay lay

L j
j Lj

jj

v
H H H

v
″

″=
= +∑ ∑

            (14)

( )1 2 21
, , , log ,

L j j
L L j

j jj j

v v
H H v v v

v v
″

″ ″ =
= … = −∑ ∑ ∑

 (15)

где v – общее число атомов в приведенной ячей-
ке группы симметрии исходной кристаллической 
структуры 3

3 ;G  vj – количество атомов, входящих 
в состав слоев j-го типа, в расчете на приведенную 
элементарную ячейку; vij – число атомов, входящих 
в состав слоев j-го типа и занимающих i-ю кристал-
лографическую орбиту 3

3 ;G  vj'' – число орбит, за-
нятых атомами, входящих в состав слоев j-го типа; 
e – число контактов между цепочками в приведен-
ной элементарной ячейке группы 3

3 .G  В случае ес-
ли v1 = v2 = ... = vL'', HL'' = log2L''. Величина HL'' (бит/
слой) представляет собой дополнительную прибав-
ку к структурной сложности кристалла в результа-

те сложения нескольких источников информации 
(слоев).

Еще одним источником структурной сложности 
являются симметрически неэквивалентные меж-
слоевые контакты (пары соседних слоев). Систе-
му межслоевых контактов можно описывать с по-
мощью группы 1

1 ,G  которая является результатом 
проекции слоев на направление их укладки. Если в 
группе 3

3G  кристаллической структуры содержит-
ся хотя бы одна ρ-операция симметрии, переводя-
щая верхнюю сторону слоя в нижнюю сторону то-
го же слоя или соседнего, т. е. ревертирующая слой 
(Ďurovič, Hybler, 2006), получается одномерная 
группа p1m (m – отражение в точке), в противном 
случае – p1. Если имеется ρ-операция, которая свя-
зывает две стороны одного слоя (λ-ρ-операция), то 
в группе p1m проекция данного слоя занимает ор-
биту m, в противном случае – общую орбиту. В ре-
зультате суммирования сложности системы кон-
тактов и Кривовичевской сложности получается 
следующая величина:

( ), ,layNet lay edge
e
e

vH H H H v e
v e v

= + +
+ +

   (16)

( ) 2 2, log log ,e e
e e e e

v vH v e
v v v v

= − −
+ + + +

    (17)

где .jj
v v=∑  Величины НlayNet и H(v, e) выражают-

ся в бит/с.с. (степень свободы).
В табл. 3 приведены результаты расчета слож-

ности по структурным данным, использованным 
при построении моделей структурных типов ги-
дроксидов щелочных металлов и родственного им 
гидроксида таллия (Yamnova et al., 2022). Тополо-
гический тип слоев, выделенных в структурных ти-
пах LIOH и NaOH (oP12), представляет собой про-
стую квадратную сетку (RCSR-рефкод sql), в то 
время как в структурных типах α-NaOH и β-NaOH 
квадратные сетки сдвоены (topcrsyt-рефкод (4,4)
Ia) и имеют почти вдвое большую топологическую 
плотность TD10. Сетки в структуре TlOH (topcryst-
рефкод KIb, точечный символ 4.102) менее плотны, 
чем простая квадратная сетка, однако в отличие от 
нее являются непланарными (не укладываются на 
плоскость без пересечения ребер), так же как сет-
ка (4,4)Ia. В структуре TlOH имеется 3 симметри-
чески неэквивалентных слоя, один из которых име-

Таблица 2. Комбинаторная и координационная сложности у модификаций SiO2 и Al2Si2O5, бит/степень свободы
Table 2. Combinatorial and coordinational complexities of SiO2 and Al2Si2O5 modifications, bit/degree of freedom

Состав Модификация M Hcomb A Hcoor

SiO2 α-кварц 9 0.918 4 0.811
SiO2 β-кварц 9 0.918 1 0
Al2Si2O5 Силлиманит 32 2.750 13 2.565
Al2Si2O5 Андалузит 32 2.750 14 2.753
Al2Si2O5 Кианит 32 4.000 48 4.000
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ет Hlay,1 = 2.0 бит/атом, а другие – Hlay,2 = Hlay,3 = 1.0 
бит/атом. В связи с этим только в структуре TlOH  
HL″ ≠ 0 и Hlay отличается от Hlay,j: HL″ = H(2, 1, 1) = 1.5 
бит/слой, Hlay(TlOH) = 2/4∙2.0 + 1/4∙1.0 + 1/4∙1.0 + 
+ 1.5 = 3.0 бит/атом.

Во всех пространственных группах (пр. гр.) мо-
дельных структур содержатся ρ-операции симме-
трии, поэтому межслоевым контактам во всех слу-
чаях отвечает одномерная группа p1m (рис. 1a). Во 
всех структурных типах, за исключением TlOH, все 

Таблица 3. Топологические характеристики и сложность моделей структурных типов гидроксидов щелочных ме-
таллов и таллия, рассчитанные без учета атомов H
Table 3. Topologic characteristics and complexity of structural type models for alkaline metal and thallium hydroxides com-
puted with no H atoms 

Структурный тип LiOH α-NaOH β-NaOH NaOH (oP12) TlOH
v 4 4 4 8 16
v'' 2 2 2 2 8
e 1 1 1 1 4
e'' 1 1 1 1 2
Топологический тип 

слоев
sql (4, 4)Ia (4, 4)Ia sql KIb

TD10 221 402 402 221 192
Точечный символ 44.62 48.62 48.62 44.62 4.102

HL'', бит/слой 0 0 0 0 1.5
Hlay, бит/атом 1.0 1.0 1.0 1.0 3.0
Hedge, бит/контакт 0 0 0 0 1.0
H(v, e), бит/с.с. 0.722 0.722 0.722 0.503 0.722
HlayNet, бит/с.с. 1.522 1.522 1.522 1.391 3.322

Рис. 1. Слева одномерная группа p1 и схемы ее СК (сверху вниз) p1, Z = 1(1); p1, Z = 2(12); p1, Z = 3(13) (а); 
одномерная группа p1m и схемы ее структурных классов (сверху вниз) p1m, Z = 1(m); p1m, Z = 3(1; m); p1m, 
Z = 2(m2); p1m, Z = 4(1; m2) (б); справа (в прямоугольниках) показаны контакты, порождающие укладку слоев.

Fig. 1. On the left 1-dimensional group p1 and schemes of its SCs (from top to bottom) p1, Z = 1(1); p1, Z = 2(12); p1, 
Z = 3(13) (а); 1-dimensional group p1m and schemes of its SCs (from top to bottom) p1m, Z = 1(m); p1m, Z = 3(1; m); 
p1m, Z = 2(m2); p1m, Z = 4(1; m2) (б); оn the right (in rectangles) the contacts generating a stacking of layers are 
shown.
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слои эквивалентны и занимают в группе p1m одну 
частную позицию со стабилизатором m (рис.  1б). 
В  этих структурах слои накладываются друг на 
друга с помощью одного и того же симметриче-
ски уникального межслоевого контакта, в связи с 
чем Hedge = 0. Важно, что в структуре CsOH (тип 
α-NaOH) из-за С-центрировки на приведенную 
ячейку приходится по одному слою и межслоево-
му контакту (e = 1), а не по два, как в конвенцио-
нальной ячейке. В то же время в приведенной ячей-
ке TlOH число слоев и контактов в расчете на кон-
венциональную ячейку (e = 4) не уменьшается по 
сравнению с С-центрированной конвенциональной 
ячейкой, потому что центрированная грань парал-
лельна слоям. В структуре TlOH слоям, через ко-
торые проходят кристаллографические винтовые и 
поворотные оси, в группе p1m отвечают две пози-
ции m, в то время как слоям, через которые прохо-
дят оси псевдосимметрии, отвечает одна общая по-
зиция. Число уникальных межслоевых контактов в 

этой структуре равно 2, Hedge = 1.0 бит/контакт. Об-
щая сложность структуры TlOH, рассчитанная по 
формуле (16) c учетом v = 16, e = 4 (см. табл. 3) 
HlayNet = 16/20∙3.0 + 4/20∙1.0 + H(16, 4) = 2.4 + 0.2 + 
+ 0.722 = 3.322 бит/с.с. У остальных структур, кро-
ме NaOH (oP12), HlayNet = 1.522 бит/с.с. Следова-
тельно, структура TlOH имеет наибольшую слож-
ность слоев, межслоевых контактов и общую шэн-
ноновскую сложность среди рассмотренных слои-
стых структур. Позиционное усложнение структу-
ры TlOH по сравнению со структурой гидроксидов 
щелочных металлов, как было отмечено О. Сий-
дрой (Siidra et al., 2010), проистекает из наличия у 
катиона Tl+ стереохимически активной неподелен-
ной пары (SALEP), что характерно и для катионов 
и других тяжелых элементов главных групп Перио-
дической системы Д.И. Менделеева, таких как Pb2+ 
и Bi3+.

У слоистых структур сульфидов мышьяка ду-
ранузита, аурипигмента и AsS (рис. 2) имеются  

Рис. 2. Слои в структуре дуранузита, вид вдоль X (а); аурипигмента, вид вдоль Z (б); AsS, вид вдоль Y (в).

Fig. 2. The layers in the structures of duranusite, view along X (а); orpiment, view along Z (б); AsS, view along Y (в).
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λ-ρ-операции, вследствие чего контакты между 
слоями описываются СК p1m, Z = 1(m) (аурипиг-
мент и AsS) и p1m, Z = 2(m2) (дуранузит). Межслое-
вые контакты в обоих классах симметрически экви-
валентны (e″ = 0), следовательно, Hedge = 0.

Результаты расчета других вкладов в сложность 
структуры приведены в табл. 4. Неэквивалентные 
слои содержатся только в структуре дуранузи-
та. Слой (As)∞, гомеоморфный слоям в структуре 
черного фосфора, содержит только эквивалентные 
атомы (As2), Hlay,1(As4S) = 0. Другой слой имеет со-
став As2S и содержит два сорта атомов (As1 и S1), 
Hlay,2(As4S) = H(2, 1) = 0.918 бит/атом. HL″ = H(2, 3) = 
= 0.971 бит/атом, поэтому, согласно формуле (16), 
Hlay(As4S) = 0 + 3/5∙0.918 + 0.971 = 1.522 бит/атом.

Из-за большого соотношения v/e относительный 
вклад Hlay в HlayNet для дуранузита, аурипигмента и 
AsS составляет соответственно 66, 83 и 95% соот-
ветственно, в то же время для молекулярных суль-
фидов мышьяка этот показатель не превышал 50% 
(среднее 39.7%, SD = 4.5%). Таким образом, слож-
ность слоистых кристаллических структур в отли-
чие от молекулярных определяется главным обра-
зом Кривовичевской сложностью.

Двумерная сеть контактов

При замене молекул на бесконечные цепочки 
система контактов между ними снова описывает-
ся не федоровской группой 3

3 ,G  а плоской группой 
2
2 ,G  сами цепочки при этом описываются субпери-

одическими группами 3
1 .G  Группа 2

2G  является ре-
зультатом проекцирования цепочек на плоское се-
чение кристаллической структуры. Алгоритм рас-
чета структурной сложности (14)–(17), использо-
ванный для слоистых структур, применим и к це-
почечным структурам с учетом изменения размер-
ности структурного мотива и при формальной за-
мене символов L″ → C″, “lay” → “cha”, “layNet → 
→ “chaNet”. При этом

( ) ,,chaNet cha edge
v eH H v e H H

v e v e
= + +

+ +
     (18)

( ) 2 2, log log ,v v e eH v e
v e v e v e v e

= − −
+ + + +

     (19)
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=
= − ⋅∑                 (20)
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C j
j Cj

jj

v
H H H

v
″

″=
= +∑ ∑

           (21)

( )1 2, , , .C CH H v v v″ ″= …                    (22)
Структура AsS2 в оригинальной статье со струк-

турными данными (Bolotina et al., 2014) трактова-
лась как слоистая, хотя и с указанием на то, что 
слои в этой структуре “состоят из отдельных слабо 
связанных зигзагообразных колонок, которые про-
тягиваются вдоль диагоналей в плоскости слоя”. 
Такая трактовка была удобна для сравнения струк-
тур AsS2 и AsS, поскольку характер строения вто-
рой из них – слоистый. Вместе с тем факт цепо-
чечного строения AsS2 остается бесспорным, что 
подтверждает топологический анализ структуры 
(рис.  3a). Структура содержит симметрически эк-
вивалентные цепочки AsS2 (HC″ = 0), контакты меж-
ду которыми относительно группы pg (рис. 3б) рас-
падаются на три класса эквивалентности, так как их 
середины на плоскости занимают три позиции (a3). 
Отсюда следует, что Hedge = H(2, 2, 2) = 1.585 бит/
контакт. Hcha = 3.585 бит/атом, H(v, e) = H(24, 6) = 
= 0.723 бит/с.с., HchaNet = 24/30∙3.585 + 6/30∙1.585 + 
+ 0.723 = 3.908 (бит/с.с.), HchaNet,tot = 30∙3.908 = 117.24 
бит/эл. яч.

В качестве еще одного примера рассмотрим 
ромбическую структуру α-PdCl2 (Evers et al., 2010), 
кристаллизующуюся в пространственной группе 
Pnnm и состоящую из цепочек, параллельных [001] 
(рис. 4a). В (Evers et al., 2010) обсуждаются изме-
нения кристаллической структуры при измене-
нии температуры монокристаллического образца 
в широком интервале температур, но геометриче-
ские параметры цепочки при этом меняются незна-
чительно. Даже при переходе α-PdCl2 в δ-фазу при 
504°С цепочки сохраняются, изменяется только их 
взаимное расположение.

В структуре α-PdCl2 все атомы Pd занимают од-
ну позицию a со стабилизатором 2/m, все атомы 
Cl – одну позицию g со стабилизатором m. Таким 
образом, если в качестве структурных единиц вы-
бирать атомы, то структура относится к СК Pnnm, 
Z = 6(2/m; m). Слабо связанные друг с другом па-
раллельные цепочки сохраняют поступательную 
степень свободы вдоль своего направления, реа-
лизация которой никак не препятствует формиро-
ванию эквивалентных межцепочечных контактов. 
Подстройка цепочек друг под друга в вертикальном  

Таблица 4. Сложность слоистых структур AsxSy

Table 4. The complexity of layered structures AsxSy 
Структура Пр. гр. v e H(v, e), бит/с.с. HL'', бит/атом Hlay, бит/атом HlayNet, бит/с.с.

As4S Pmna 10 2 0.650 0.971 1.522 1.918
As2S3 P21/c 20 2 0.439 0 2.322 2.550
AsS Pca21 64 2 0.196 0 4.000 4.075
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Рис. 4. Кристаллическая структура PdCl2, схема проекции вдоль [001] (а); группа симметрии контактов цепо-
чек PdCl2 (б).
Жирными цветными линиями обозначены симметрически неэквивалентные контакты цепочек.

Fig. 4. Crystal structure of PdCl2, projection scheme along [001] (а), and the symmetry group of chains PdCl2 (б).
Thick colored lines denote symmetrically nonequivalent contacts of chains.

Рис. 3. Цепочечный ПВД и координационное окружение цепочки в структуре AsS2 (а) и плоская группа меж-
цепочечных контактов pg (б), вид вдоль [101].
Тонкими штриховыми линиями обозначены межатомные ван-дер-ваальсовы контакты, жирными цветными линиями – 
симметрически неэквивалентные контакты цепочек.

Fig. 3. VDP of the chain and its coordination sphere in the structure of AsS2 (а) and the plane group of interchain con-
tacts pg (б), view along [101].
Thin dotted lines denote van der Waals interatomic contacts. Thick colored lines denote symmetrically nonequivalent contacts of 
chains.
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направлении для минимизации общей энергии 
структуры не меняет матрицу вращения (собствен-
ного либо несобственного), но влияет на величину 
сдвига в составе операции симметрии, преобразую-
щей цепочки друг в друга. При построении двумер-
ной проекции все вертикальные сдвиги исчезают, 
но сохраняются сдвиги в горизонтальном направ-
лении. Таким образом, в структуре α-PdCl2 пло-
скости n при проецировании превращаются в пло-
скости скользящего отражения с горизонтальным 
сдвигом (см. рис. 4б).

В отличие от 3
3G  группа 2

2G  не должна содер-
жать операций симметрии, ревертирующих це-
почку (аналоги ρ-операций в слоистых структурах 
(Ďurovič, Hybler, 2006)), поэтому соответствующие 
им несобственные вращения в 2

2G  могут заменять-
ся на собственные, и наоборот. Так, центр инвер-
сии всегда заменяется на вертикальную поворот-
ную ось 2, горизонтально расположенная ось 2 – 
на вертикальную плоскость m и т. д. В результа-
те таких преобразований в структуре α-PdCl2 дву-
мерный СК p2gg, Z = 2(2), где стабилизатор 2 от-
вечает позиции проекций цепочек. Очевидно, что 
классы эквивалентности контактов между цепочка-
ми в группах 3

3G  и 2
2G  совпадают. Проекции кон-

тактирующих цепочек можно соединить ребра-
ми и получить сеть определенного топологическо-
го типа. Число классов эквивалентности ребер се-
ти обусловлено количеством орбит группы 2

2 ,G  за-
нятых серединами ребер. В структуре α-PdCl2 та-
ких классов эквивалентности два (см. рис. 4б), не-
смотря на то что идеализированная сеть того же ти-
па hxl (O’Keeffe et al., 2008) (плотнейший шаровой 
слой) имеет всего один сорт ребер. Согласно фор-
муле (3), в структуре α-PdCl2 inf(e′′) = 2 + 1 – 1 – 1 = 
= 1, т. е. цепочки можно соединить в односвязную 
сеть посредством лишь одного симметрически уни-
кального контакта (на рис. 4б этот контакт соответ-
ствует действию плоскости g), и такая сеть отно-
сится к типу sql (плотный шаровой слой). Следо-
вательно, СК p2gg, Z = 2(2) является одним из СК 
с единственным опорным контактом параллельных 
цепочек. Все возможные СК данного типа были вы-
ведены в недавней работе (Banaru et al., 2023c).

ВЫВОДЫ

1. Метод топологического анализа сетей кон-
тактов в молекулярных кристаллах адаптирован ко 
всем гетеродесмическим кристаллическим структу-
рам и опробован на структурах соединений разных 
классов. Разработаны целевые индексы сложности.

2. Сети контактов между периодическими 
структурными единицами являются низкоразмер-
ными. Обобщенный структурный класс для таких 
сетей может быть выведен из исходных кристалло-
структурных данных.

3. Алгоритмическая сложность гетеродесмиче-
ских структур субаддитивна в отличие от суперад-
дитивной комбинаторной сложности.

4. Впервые рассчитано число опорных контак-
тов, отражающее алгоритмическую сложность 
структуры на соответствующем уровне структур-
ного описания, между периодическими структур-
ными единицами.
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